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Abstract　We intr oduce, in this paper , a new lindar space: supper space . Many proper ties o f such space a re




设 V 是实数域R 上的线性空间,在 V 上定义了一个二元实函数,称为内积,此时称 V 为内
积空间(或欧氏空间) , 欧氏空间是应用最为广泛的线性空间之一, 它完美地度量了空间的距
离. 本文引进了一类新的线性空间: 超积空间. 它和内积空间没有相互包含的关系, 但另一方
面,欧氏空间中很多重要性质却被超积空间遗传了下来, 进而使我们能从一个新的角度来探求
线性空间的性质.
定义 1　设 V 是实数域 R 上的线性空间,若存在某种规则, 使对 V 中任意一组有序向量
{ x , y } 都唯一地对应一个实数,记为[ x , y ] ,其适合如下规则:
( 1) [ x , y ] = [ y , x ] ;
( 2) [ x + y , z ] [ x , z ] + [ y , z ] ;
( 3) [ cx , y ] c [ x , y ] , c为任一实数;
( 4) [ x , y ] 0且等号成立当且仅当 x = 0.
则称在 V 上定义了一个超积,实数[ x , y ] 称为 x 与 y 的超积,线性空间V 称为超积空间.
例 1　设 R
n
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例 2　设 V = R2为二维实行向量空间, 若
x = ( x 1 , x 2) , y = ( y 1 , y 2) ,定义[ x , y ] = x 1y 1 - x 2y 1 - x 1y 2 + 4x 2y 2 ,易证 R2在此超
积下成为二维超积空间.
例 3　设 V 是[ a, b] 区间上连续函数全体构成的实线性空间,设 f ( t ) , g( t ) ∈ V ,定义
[ f , g] =∫
b
a
f ( t) g ( t) dt,不难验证这里的 V 是超积空间,这是个无限维超积空间.
一般地, 内积空间和超积空间并没有相互包含的关系. 设 V 是欧氏空间, ( x , y ) 为 V 上的
内积,若定义[ x , y ] = ( x , x ) ( y , y ) , 则可以验证[ x , y ] 为超积,从而 V 成为一个超积空间.
定义 2　设 V 是超积空间, x 为V 中的元素,定义 x 的长度为‖x‖ = [ x , x ]
1
2
引理 1　设 y = ax 2 + b x + c( a > 0) ,那么 b2 - 4a 0.
定理 1　设 V 时超积空间, x , y ∈ V ,则
( 1) [ x , y ] ‖x‖‖y‖;　　( 2)‖x + y‖ ‖x‖ + ‖y‖.
证明　( 1) 若 x = y = 0,显然有[ x , y ] = 0 = ‖x‖‖y‖.
若 x ≠ 0,则[ x , x ] > 0,注意到
　　　　　　　0 [ y + tx , y + tx ]
[ y , y + tx ] + [ tx , y + tx ]
[ y , y ] + [ y , tx ] + [ tx , y ] + [ tx , tx ]
[ x , x ] t
2
+ 2[ x , y ] t + [ y , y ]
令 f ( t) = [ x , x ] t
2
+ 2[ x , y ] t + [ y , y ] ,则对任何实数 t ,有 f ( t ) 0,且[ x , y ] > 0.根
据引理 1知, ( 2[ x , y ] )
2
- 4[ x , x ] [ y , y ] 0,即 [ x , y ] ‖x‖ ‖y‖, 更有不等式
　　　　　　　[ x , y ] ‖x‖ ‖y‖
若 y ≠ 0,由[ x + ty , x + ty ] 0,可以类似地得证
( 2) 由( 1) 易得.
推论 1　设 V 为超积空间, x , y ∈ V ,则有‖x - y‖ ‖x‖ - ‖y‖.
定理 2　设 V 为超积空间, x , y ∈ V , c∈ R , 则有[ cx , y ] = c [ x , y ] .
证明　若 c = 0,则对任何 y ∈ V , 有[ 0, y ] = [ 0 + 0, y ] [ 0, y ] + [ 0, y ] ,故[ 0, y ]
0; 另一方面, [ 0, y ] = [ 0× 0, y ] 0 [ 0, y ] = 0,故[ 0, y ] = 0, 从而[ cx , y ] = c [ x , y ] .
若 c≠ 0, 则有
　　　　　[ cx , y ] c [ x , y ] = c [
1
c
cx , y ] c
1
c
[ cx , y ] = [ cx , y ]
故[ cx , y ] = c [ x , y ] ,因而在任何情况下都有[ cx , y ] c [ x , y ] .
推论 2　设 V 为超积空间, x , y ∈ V , c∈ R ,则有 ‖cx‖ = c ‖x‖.
推论 3　设 V 为超积空间, x , y ∈ V ,则[ x , y ] 0.
证明　[ x , y ] =
1
2
2 [ x , y ] =
1
2
( [ x , y ] + [ x , y ] ) =
1
2
( [ x , y ] + [ - x , y ] )
1
2
[ x + ( - x ) , y ] =
1
2
[ 0, y ] =
1
2
0 [ 0, y ] = 0.
75　第 2期　　　　　　　　　　　　　　　　超积空间及其性质
命题 1　设 V 为超积空间,非零向量 u1⋯, U n∈V ,若[ ui , uj ] = 0( i≠ j ) , 则u1, ⋯, un线
性无关.
设U是超积空间V 的子空间,令U⊥= { v∈V [ v , U] = 0} , 其中[ v , U ] = 0表示( v , u) =
0,  u∈ U .易知 U⊥是 U的子空间,称为子空间 U 的正交补空间.
命题 2　设 U是超积空间 V 的子空间, 若 U由几量 u1, u2, ⋯, um生成,则
　　　　　U⊥= { v ∈ V [ v , u i] = 0, i = 1, 2, ⋯, m} .
命题 3　设 U 1, U 2是超积空间 V 的子空间, 则





2 ! ( U1 ∩U 2 ) ⊥
一个有趣的问题是超积空间是否一定有正交基?事实上, 超积空间未必有正交基.
例 4　设 V = R
2
是二维行向量空间,若 x = ( x 1, x 2) , y = ( y 1, y 2 ) ,定义[ x , y ] = x 1y 1
+ x 2y 2 , 则 V 为超积空间, e = ( 1, 0) , f = ( 0, 1) 为V 的一组正交基.
例 5　设 V = R2是二维行向量空间,若
x = ( x 1 , x 2 ) , y = ( y 1 , y 2) ,定义[ x , y ] = ( x 1 + x 2 ) ( y 1 + y 2 ) , 则V 是超积空间.
若 e = ( e1 , e2 ) , f = ( f 1 , f 2 ) 为 V 的正交基,则[ e, f ] = 0,即
　　　　　　　( e1 + e 2 ) ( f 1 + f 2 ) = 0,





定理 3　设V 是超积空间, { e1, ⋯, en} 是V 的一组标准正交基, f 是V 上的线性函数,则存
在 v ∈ V ,使得 f ( e1) = [ e i, v ] . i = 1, 2,⋯, n.
超积空间还有许多类似于欧氏空间的有趣的性质,限于篇幅不再详述.
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